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. Demuestre que los operadores lineales cumplen las siguientes relaciones

a) [A,B +C] = [A,B| +[4,C]

b) [B+C, 4] = [B,A] +[C, A]

c) [AB,C] = A[B,C]+[A,C]B

d) [C,AB] = A[C,B] +[C, A|B

. Diga si los siguientes operadores son hermiticos:

Axﬁfcj Hxﬁza R %(Z]az +ﬁz2)7
b x B(F), A(F) - p,

m

. El operador correspondiente al observable momentum angular es L=7x ]3’ Demuestre:

a) [ﬁi, Ej] = ’L’heijkljk, donde i =1,2,3 y €1 es el simbolo de de Livi-Civita.
b) [L2, L] =0con 1?2 =2 L,

¢) L=1L"

d) Que conclusiones sacarfa de (a) y (b)?

. Demuestre que para todo operador hermitico a (M) que posea un espectro discreto y dependa de cierto
pardmetro A, se cumple que

OF,(\) [ 0F,()\)
o o /|’

donde el valor medio se calcula en el autoestado ¥, (\,7), que es autofuncién de F (M) con autovalor
F,(N).

. Considere el operador hamiltoniano H de una particula en un problema unidimensional

N RS
H= 3P+ V(X),

donde X y P son los operadores de posicién y momento, cumpliendo la relaciéon [X ,P] = th. Los
autovectores de H se denotan por |n), o sea, H|n) = E,|n), donde n es un indice discreto.

a) Para un operador arbitrario A pruebe que (n|[A, H]|)n = 0.
b) Calcule los conmutadores [H, P], [H, X], [H, X P]

¢) Pruebe que (n|Pln/) = a§n|X|n’>, donde « es un coeficiente que depende de F,, — FE,. Hint:
considere el conmutador [X, H|.

d) Usando el resultado anterior y la relacién de clausura, pruebe que

S (B~ B Pl X = Lty

n’



6. Demuestre que si una particula se encuentra en un estado estacionario del espectro discreto, el valor
medio del momentum lineal es cero. Hint: Pruebe que [7, H] = %ﬁ y utilice este resultado.

7. Demuestre que el valor medio del momentum dipolar eléctrico de una particula cargada en un estado
con paridad bien definida, es igual a cero.

8. Demuestre que el valor medio del momentum angular orbital L en cualquier estado estacionario no
degenerado es cero.

9. El operador de inversién se define a través de la relacién J¥(7) = ¥(—7). Demuestre que este ope-
rador es lineal y anticonmuta con 7y p. Se dice que dos operadores A y B anticonmutan si AB+BA = 0.

10. Considere un sistema cuyo Hamiltoniano esta dado por H = a(|t1)(tha] + [102) (1)), donde a es un
nimero real que tiene dimensiones de energia.

a) (Es H un operador de proyeccion?, ;que puede decir de o 2H?2?

=

)

) Muestre que [1) y [)2) no son autoestados de H.
) Calcule los conmutadores [H,|11) (1] v [H,|tb2) (1o
)
)

o

], y encuentre la relacién entre ellos.

S8

Encuentre los autoestados normalizados de H y su correspondiente autovalor de la energia.

e) Suponiendo que [¢1) y [th2) forman una base ortonormal completa, encuentre la matriz que re-
presenta a H en la base. Encuentre los autovalores y autovectores de la matriz y compare los

resultados con aquellos deducidos previamente.

11. Considere un sistema fisico cuyo espacio de estados estd generado por tres kets |u1),|uz), [us). En esta
base, tomadas en ese orden, los dos operadores H y B estan definidos por:

A 1 0 0 A 1 0 0
H=ho|[ 0 -1 0 B=b| 0 0 1
0 0 -1 01 0

a) Muestre explicitamente que H y B conmutan

b) Encuentre una base ortonormal de autovectores comunes a H y B y exprésela como kets rotulados
por sus autovalores.

¢) De los siguientes conjuntos de operadores, jcuales forman un conjunto completo de observables
que conmutan? {H},{B},{H, B}, {H?, B}.

12. En el espacio de estados definido en el problema anterior se definen dos nuevos operadores L. y S del
siguiente modo:

Lefur) = [u1),  Lefug) =0,  Lalug) = —|ug)
Slur) = |ug),  Sluz) = |uz),  Slug) = [u1)
a) Escriba las matrices que representan a los operadores L., ﬁz, S,52, en la base de los |u;). i Corres-
ponden estos operadores a observables?
b) Encuentre la forma més general para un operador que conmuta con L.. Lo mismo para I:f, y S2.
¢) ;Forman 12 y S un CCOC? Encuentre la base de autovectores comunes.

13. Evalde el conmutador [z,exp(ip;a/h)] y demuestre que exp(ipya/h)|x’) (con z|z’) = a'|z')) es un
autoestado del operador de posiciéon z. ;Cudl es el correspondiente autovalor?



14. Un potencial local es descrito por el operador W, cuya representacion en coordenadas es diagonal, es
decir, (z|W|z') = §(z —2")W (z) ;Cual es la correspondiente propiedad en representacién de momenta,

(pIW1p")?

15. Suponga que cierta particula estd descrita por la funcién de estado ¥ (x) = cexp(igr — ax?), donde c
es una constante de normalizaciéon mientras que ¢ y « son parametros reales. Calcule el promedio del
operador momentum de las dos maneras siguientes:

a) usando la representacién de coordenadas
! ox

b) usando la representacién de momenta obtenga la distribucién de probabilidad y entonces calcule
el promedio del momentum (p) de esa distribucién.

¢) calcule (p?) usando apropiadamente las generalizaciones de los métodos utilizados en las partes
anteriores.

16. a) Pruebe que el teorema del virial en una dimensién toma la forma:

P2 1, dv

( )= 5@@)

2m
b) Muestre que para una funcién de onda real ¥ (z) esta relacién toma la forma de :

/_00 dz w(x)x%w(x) =—(V)+ 2/_00 dx %xV(w)w(x)

17. Demuestre que la integral:

1 2o o
(7, t) = o /d3k M T (k) ekt
™
Cl 3 = 2 2.2
— i(k-F—hk“t/(2m)) ,—olk
_(27r)3/2/dk6 e .

tiene como resultado

donde [ y  vienen definidas por

encuentre la relacién entre C'y C'.
18. Considere el paquete de ondas Gaussiano para t = 0 de una particula libre:
U(,0) = Ce /1"
a) Muestre queent =0 (&) =0y Ai =o.
b) Calcule ¥(z,t) para todo t.
)
)

¢) Calcule |[1(x,t)|? y muestre que el paquete de ondas no se desplaza en el tiempo, pero se dispersa.

d) ;Para que valor de o la dispersién del paquete de ondas (AZ)? en un instante ¢ cualquiera es
minima?



19.

20.

21.

En un problema unidimensional, considere una particula cuya funcién de onda es:
eipoar/ﬁ
Va2 + a?

donde a y p, son constantes reales y N es el coeficiente de normalizacién.

Y() = N

a) Determine N tal que ¢ (z) esté normalizado

b) Si la posicién de la particula es medida, jcual es la probabilidad de encontrar un resultado entre
(-5 )7

¢) Calcule el valor medio del momentum de una particula que esta descrita por esta funcién de onda.

La funcién de onda para una particula libre unidimensional estd dada, para t = 0, por:
i .
¢(x;0) :N/ dkeflk‘/koelkm
—0oQo

donde k, y N son constantes.

a) {Cual es la probabilidad P(p1,0) que la medicién del momentum hecha a tiempo ¢ = 0 de un
resultado entre —p; y p1? Esboce la funcién P(py,0)

b) {Qué sucede con la probabilidad P(pi,t) si la medicién es hecha en un tiempo ¢?. Interprete el
resultado.

¢) ;Cual es la forma de el paquete de ondas en el tiempo ¢t = 07 Calcule para este tiempo el producto
AXAP. jCudl es su conclusién?. Describa cualitativamente la evolucién del paquete de ondas.

Una particula estd confinada al interior de una caja que estd dividida en una parte izquierda y otra
derecha por una membrana. Se cuenta con un detector que especifica totalmente el estado actual de la
particula, diciendo si se encuentra a la derecha o a la izquierda del recipiente. (A estos dos estados se les
puede llamar |D) y |I), respectivamente, y se les puede considerar base ortonormal.) El Hamiltoniano
es .

H = E(|I)(D] + [D)(I]) .

a) Encuentre los autovalores y autovectores del sistema.

b) Muestre que hay efecto tinel, es decir, que si en ¢ = 0 la particula estd a la izquierda, hay una
probabilidad no nula de observarla a la derecha para t > 0. ;Cudl es la probabilidad de observarla
a la derecha como funcién del tiempo?

¢) Suponga que erréneamente se usa H = FE(|D)(I|). Muestre que en tal caso no se conserva la
probabilidad.



