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. Muestre que el simetrizador S, definido sobre una funcién arbitraria ¢(z) como Sé(z) = 1[d(z)+d(—z)],

y el antisimetrizador A, definido como A¢(z) = 1[¢(z) — ¢(—x)] son operadores de proyeccién.

. Utilizando la definicién de una funcién de un operador, f(A) = >, flai)las)(a;i|, con Ala;) = aglas) y
(a;]a;) = 8;;, pruebe que la funcién potencia f,, = (A)" satisface la relacion (A™)(A™) = An+m,

a) Pruebe la desigualdad de Schwartz y la desigualdad triangular utilizando los axiomas que definen
el producto interno.

b) Encontrar las condiciones necesarias y suficientes para que esta desigualdad se transforme en
igualdad.

a) Sea {{¢i}rer} un conjunto discreto de vectores ortonormales. Demuestre que para todo vector
arbitrario |¢) arbitrario se satisface la desigualdad de Bessel:
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JEn que caso se verifica la igualdad?

b) Demuestre que el conjunto {¢y(t) = T—1/2e2™t/T}, _, es un conjunto ortonormal completo en
L*[0, 7]

. Se tiene que <w|/1\w> = <¢|B|w> para todo 1. Pruebe que A = B, en el caso que <¢1|/1\¢2> = <¢1|B\¢2>
para todo ¢1 y ¢o.
. Demuestre que si A=At y B = B, entonces los siguientes son operadores hermiticos:
a) A, VneN.
b) C=—LilA,B] = —Li(AB - BA).
¢) I = 3{A, B}, = L(AB + BA).
. Demuestre que si A y B conmutan con [/1, B] entonces:

exp(A)Bexp(—A) = B+ [A, B] + O(A?)
. Demuestre que si A y B conmutan con [A, B] entonces:

%[A, B]) = exp(B) exp(4) exp([4, B])

exp(A) exp(B) = exp(A + B +
. Sea H un operador hermitico definido positivo, es decir:
(u|Hlu) >0, Vlu).
Demostrar que cualesquiera que sean |u) y |v) se verifica que

[(ulHJ0)* < {ul Hlu) (v H|0),

y que la igualdad <u|ﬁ lu) = 0 implica necesariamente que H |uy = 0. Demostrar, por otra parte, que
Tr(H) > 0 y que la igualdad no se cumple més que si H =0



10. Sean A y B dos operadores hermiticos que satisfacen la relacién de conmutacién
[A,B] =iC,

dAondeACA’ también es un operador autoadjunto. Sea |}/)> un estado arbitrario; definimos los operadores
A/ =A- <A>w y B/ =B-— <B>¢, donde <O>¢ = <1/}‘O|’L/J> . )
Considere la funcién del pardmetro real a, I(«) = (®|®P), con |P) = (aA’ —iB')|¢).

a) Demuestre que
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Use esto para “redescubrir” la relaciéon de incertidumbre de Heisenberg;:
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11. Sea A un operador en un espacio de Hilbert. Se define:
exp(A ZA k!, con A =T
k>0
Demuestre que:

a) ex (SAS 1) = Sexp(A)S—!
si A es dlagonahzable det(exp(A)) = exp(trA)
( ) Bexp(—A) = Xj50 AMBY/K, en que A°{B} = B y AM{B} = [A, A" {B}]

si [A,[A, B] = [[4, B], B] = 0 entonces exp(A) exp(B) = exp(A + B + [4, B]/2)
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12. Considere un sistema cuyo Hamiltoniano esta dado por H = a(|th1)(tha| + [¢0s)(¥1]), donde a es un
ntmero real que tiene dimensiones de energia.
a) (Es H un operador de proyeccion?, ;que puede decir de a2H??
Muestre que |¢1) y |12) no son autoestados de H.
Calcule los conmutadores [H [t )(1h2|] v [H,|1h2) (12]], y encuentre la relacién entre ellos.
Encuentre los autoestados normalizados de H y su correspondiente autovalor de la energia.

Suponiendo que |¢1) y |2) forman una base ortonormal completa, encuentre la matriz que re-
presenta a H en la base. Encuentre los autovalores y autovectores de la matriz y compare los
resultados con aquellos deducidos previamente.

13. Considere un sistema fisico cuyo espacio de estados estd generado por tres kets |uq),|ug), |ug). En esta
base, tomadas en ese orden, los dos operadores H y B estan definidos por:

A 1 0 0 A 10 0
H=hw| 0 -1 0 B=b| 0 0 1
0 0 -1 010

a) Muestre explicitamente que H y B conmutan

b) Encuentre una base ortonormal de autovectores comunes a H y B y exprésela como kets rotulados
por sus autovalores.

¢) De los siguientes conjuntos de operadores, jcuales forman un conjunto completo de observables
que conmutan? {H},{B},{H, B}, {H? B}.



